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Abstract 

Let (Ag, S) be an Artin-Tits and X a subset of S ; dénote by Ax 
the subgroup of As generated by X. When As is of spherical type, 
we prove that the normalizer and the commensurator of Ax in As 
are equal and are the product of Ax by the quasi-centralizer of Ax 
in As. Looking to the associated monoids A^ and A x , we describe 
the quasi-centralizer of A x in A$ thanks to results in Coxeter groups. 
Thèse two results generalize earlier results of Paris ( [[Tï|] ) . Finaly, we 
compare, in the spherical case, the normalizer of a parabolic subgroup 
in the Artin-Tits group and in the Coxeter group. 
2000 Mathematics Subject Classification: 20F36. 

Introduction 

Soit S un ensemble fini et M = (m Stt ) Stte s une matrice symétrique avec 
m SjS = 1 pour s G S et m s ,t £ NU {oo} — {0, 1} pour s ^ t dans S. Le 
système d'Artin-Tits associé à M est la paire (As, S) où As est le groupe 
défini par la présentation de groupe suivante : 

As = (S\ — ££^J__; i t £ S, s j£ t et m s> t ^ oo) . 

m S: t termes m s ,t termes 

Le groupe A s est appelé un groupe d'Artin-Tits et les relations — 

m Sj t termes 

Çst^j, sont appelées les "relations de tresses". 

m Sj t termes 

Par exemple, si S = {si, ■ ■ ■ , s n } avec m SuS . = 3 pour — = 1 et m Si)S . = 2 
sinon, alors le groupe d'Artin-Tits associé est le groupe des tresses à n + 1 
brins. 
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Si l'on ajoute les relations s 2 = 1 à la présentation de As on obtient le groupe 
de Coxeter Ws associé à As 



Ws = (S\Vs G S, s 2 = 1 ; Ws, t E S, s ^ t et m s t ^ oo, ; = )■ 

m Sj t termes m B: t termes 

On dit que As, ou que S, est de type sphérique si Ws est fini. 
Un sous-groupe Ax de As engendré par une partie X de S est appelé un sous- 
groupe parabolique standard; un sous-groupe conjugué à un tel sous-groupe 



est appelé un sous-groupe parabolique. Van Der Lek a montré dans |Ï4}| 
que (Ax,X) est canoniquement isomorphe au système d'Artin-Tits associé 
à la matrice (m st ) st€ x- Pour une telle partie X de S, on appelle centralisa- 
teur, quasi-centralisateur, normalisateur et commensurateur de Ax dans As 
les sous-groupes de A s respectifs Z As (A x ) — {g G A s \Ws EX, gs — sg}, 
QZ As {A x ) = {g e A s \gX = Xg}, N As (A x ) = {g G A s \gX C A^}, 
Com j4s (Ax) = G y4 S '|(yfy4x5 , ~ 1 H est d'indice fini dans A x et dans 
gAxg- 1 }■ 

Les principaux résultats relatifs aux normalisateurs sont les suivants : 

Théorème 0.1 Soit (As, S) un système d'Artin-Tits de type sphérique et 
X C S. On choisit e G {1,2} minimal tel que A e x est central dans Ax (cf. 



lemme \ÏJ\ (iii)). Alors 

Z As (A x ) = Com As {A x ) = N As (A x ) = A x ■ QZ As (A x ). 

Ce théorème a été démontré par Paris ( [|ÏÏ[] théorème 5.1) avec l'hypothèse 
supplémentaire que X est indécomposable (cf. la définition suivant le théorème 



Théorème 0.2 Soit (As, S) un système d'Artin-Tits de type sphérique, soit 
G = gAxg' 1 un sous-groupe parabolique de As et Y C S. Si G C Ay alors 
G est un sous-groupe parabolique de Ay: 

gAxg' 1 C A Y =^ 3R cY,3ye A Y tels que gAxg' 1 = yA R y'\ 



Théorème 0.3 Soit (As, S) un système d'Artin-Tits de type sphérique et X 
une partie de S, alors 

N As (A x )/(Z As (A x ) ■ Ax) ~ N Ws (Wx)/(Z Ws (W x ) ■ W x ). 
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Soit (As, S) un système d'Artin-Tits (quelconque). On dit que As (ou simple- 
ment S) est décomposable s'il existe une partition non triviale de S = Si U S 2 
telle que A s est canoniquement isomorphe au produit direct A Sl x A S2 ; c'est 
à dire que Vs G Si,Vt G 5*2, m Sjt = 2. Si 5 n'est pas décomposable, on dit 
qu'il est indécomposable. Les composantes indécomposables de S sont les 
sous-ensembles indécomposables maximaux de S. 

Soit Ag le monoïde engendré par S dans As- Alors (cf. f2|, [Ï2|]) Ajt possède 
la présentation de monoïde suivante: 



= tst'jj, ! Vs, t <E S, s ^ t et m S) t 7^ oo)~ 



m s> t termes m S) t termes 

Si T, X, y C S 1 , on appelle conjugateur dans At de X en y et conjugateur 
positif dans A^ de X en F les ensembles respectifs Conj(T; X,Y) = {g G 
A T \gX = Y g} et Conj + (T;X,Y) = {g G A+|#X = Y g}. En particulier, 
Conj(5;X,X) = gZ As (A x ). 

Définition 0.4 Soit X G S et t £ S tels que la composante indécomposable 
X(t) de X U {t} contenant t est de type sphérique. Si t G" X , on pose 
dx,t = ^x(t)^x\t)-{t} ' s ^ non ! on P ose dx,t — ^x(t)- Dans les deux cas, il 
existe une unique partie Y de XU {t} telle que Ydx.t = dx,tX. On dira alors 
que dx y t ^st un Y -ruban-X élémentaire positif. 

Si X, Y C S, on dira que g G At, est un Y -ruban-X positif si g = g n - • • g\ 
où gi est un Xi-ruban-Xi_i positif élémentaire, Xo = X et X n = Y . 

On la résultat suivant: 

Théorème 0.5 Soit (As, S) un système dArtin-Tits et X,Y C S, alors 

g G Conj + (S; X, Y) <^=^> g — g n ■ ■ ■ g\ où g^ est un Xi-ruban-X^i 

positif élémentaire, Xo = X et X n = Y. 

C'est à dire que les élément de Conj + (S; X, Y) sont exactement les F-ruban- 



X positifs. Ce résultat a été prouvé par Paris dans |TÏ| pour les groupes 
d'Artin-Tits de type sphérique. 

Dans la première partie nous rappelons les résultats relatifs aux groupes 
d'Artin-Tits dont nous aurons besoin, dans la seconde partie, nous prouvons 



les théorèmes 0.1 et 0.2 g la proposition clef |2 1|. Dans la troisième 



partie, on établit le théorème |(L5| après un détour par les groupes de Coxeter. 



Enfin nous terminons en prouvant le théorème |0.3| dans la dernière partie. 
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1 Généralités 



Soit (Ag, S) un système d'Artin-Tits et Ag le monoïde engendré par S dans 



As- Alors (cf. [@, jl2| ) Ag possède la présentation de monoïde suivante: 



Ag = (S\ — v£^_/ ' t E. S,s ^ t et m S}t 7^ oo) + . 

m S} t termes m S} t termes 

Puisque les relations de la présentation de Ag~ sont homogènes, on peut munir 
Ag d'un unique morphisme de monoïdes, appelé longueur et noté £ : Ag — > N, 
vérifiant £(s) = 1 pour s G S. 

On désignera par -< et y respectivement la division à droite et la division à 
gauche dans Ag. On note a b et a b (resp. a A y b et a V>_ 6) les pgcd 
et ppcm pour -< (resp. y) de a et 6 dans A^t lorsque ceux-ci existent. 



Lemme 1.1 ||10|| proposition 2.4 et 2.6) Soit (As, S) un système dArtin- 
Tits. 

(i) At, est simplifiable. 

(ii) toute partie finie de A^ possède un pgcd pour -<(et pour y). 

(iii) une partie finie de A^ possède un ppcm pour -< (resp. pour y) si et 
seulement si elle possède un multiple commun pour -< (resp. pour y). 

Si X,Y C S, on dira que g G Ag est X-réduit (resp. réduit-F) s'il n'est 
divisible pour -< (resp. y) par aucun élément de X (resp. Y). Enfin, on dira 
que g est A-réduit-F s'il est à la fois A-réduit et réduit- Y\ 

Lorsque S est de type sphérique, le monoïde Ag est un monoïde de Garside 

(0) . En particulier, l'ensemble S possède alors un ppcm que l'on note A s ; 
on a également: 

Lemme 1.2 Soit Ag un groupe dArtin-Tits de type sphérique. 

(1) (J6|] paragraphe 4) tout élément g de Ag s'écrit g = PiAg avec gi G Ag, 
et n dans Z. 

(ii) ([Q théorème 2.6 et || lemme 4.4) Si g G Ag alors il existe a et b 
dans Ag~ uniques tels que g = ab~ l et a Ay b = 1. De plus si c G Ag~ est tel 
que gc G Ag alors b -< c. 

(iii) La conjugaison par Ag est un automorphisme de Ag d'ordre 1 ou 2 qui 
stabilise S , en particulier il induit un automorphisme de Ag. 



Nous appellerons la décomposition g = ab' 1 l'écriture normale à droite de g, 
on peut de même définir l'écriture normale à gauche. 

On notera que si S est de type sphérique et A C S" alors A est aussi de type 
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sphérique ; dans ce cas si g G Ax et g — ab^ 1 est l'écriture normale à droite 
de g dans A s alors par l'unicité d'une telle écriture c'est aussi son écriture 
normale à droite dans Ax (en particulier a, b G A x ). 



Remarque 1.3 Une réécriture très utile du (ii) du lemme \T1\ est la suiv- 
ante : sous les hypothèses de ce lemme, si g = ab~ x = uv~ x avec a, b,u,v G 
Ag et a /\yb = 1 alors il existe a G A~t, tel que u = aa et v = ba. 

Soit A s un groupe d'Artin-Tits. On note p + : At, — > Ws la surjection 
canonique. On définit la longueur i(z) d'un élément z G W$ comme le 
minimum des longueurs des éléments de (p + )~ 1 (z); on a donc £(g) > £(p + (g)) 
pour tout g G A$. 

Il est connu (cf. |H| sect. 1) que p + donne lieu - grâce au lemme d'échange 



dans les groupes de Coxeter - à une section n dont l'image, notée As, re d, est 
formée des éléments de Ag qui ont même longueur que leur image dans Ws 
par p + . Cet ensemble est en particulier stable par division à gauche et la 
division à droite. Les éléments de A s ^ed seront dit "réduits". 

Lemme 1.4 (p| lemme 3.4) Soit (As, S) un système dArtin-Tits, soit 
x G A S) red et s G S; si sx G" A s ^ed alors s -< x. 



Lemme 1.5 (( [|13[| , ||10|| proposition 1.7 et 2.1)) Il existe une unique ap- 
plication a : At, — > As t red qui est l'identité sur As^ed, vérifie a(gh) = 
a(ga(h)) pour g, h G At, et a(ab) = ac pour a, b G As yT ed avec c le plus grand 
élément de l'ensemble {d G As^ed\d -< b et ad G As^ed}- De plus ct(g) est le 
plus grand élément de l'ensemble {c G As. re d\c -< g} où ~< désigne la division 
à gauche. 



Proposition 1.6 Soit A^ un monoïde d'Artin-Tits et g G Ag — {1} ; il 

existe une unique suite finie (g±, ■ ■ ■ ,g n ) d'éléments de A s , r ed ~ {1} telle Que 
9 = gi92---9n etgi = a (gi---g n ) pour tout i G {1, • • • ,n}. 

On dira que cette suite est la décomposition normale d'Adyan (cf. |IJ) de g 
(à gauche). 

Dans la dernière partie nous aurons besoin de la notion de chaîne (à 
gauche): 

Définition 1.7 Soit Ag un monoïde d'Artin-Tits. Soit s,t G S distincts et 
u G {s,t}. Soit C G A% ; 

(i) on dit que C est une s-chaîne-u simple, si C = 1 et s = u ou bien si 
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C = ££^j__; avec k < m s,t e t Cu = ^£^__; ■ 

k termes k+1 termes 

(ii) On dit que C est une s-chaîne-t s'il existe une suite sq — s, S\, ■ ■ ■ ,Sk = t 
d'éléments de S tels que C = C\ - ■ ■ Ck où Ci une s chaînes $ simple pour 

Dans ce cas, on dit que s est l'origine de C et t son but. 

On parle parfois simplement de s-chaîne ou de chaîne-t pour parler d'une 
s-chaîne-t dont on ne précise pas l'une des extrémités. 

Proposition 1.8 ([]2| lemmes 3.1 et 3.2) Soit A$ un monoïde d'Artin- 
Tits. Soit s G S et g, h G ; alors 

(i) si g est une s-chaîne-t et s -< gh alors t -< h. 

(ii) s ne divise pas h à gauche si et seulement si h = gk où g est une s- 
chaîne-t pour un certain t G S et, ou bien k = 1 ou bien k = rk\ avec r G S 
et k\ G G + tels que rV^t n'existe pas. 

Par symétrie des relations, on peut énoncé un résultat similaire pour y. 



2 Preuve des théorèmes pTÏ| et |0t2 



Les démonstrations des théorèmes p.l| et [T2] reposent essentiellement sur la 
proposition suivante : 

Proposition 2.1 (proposition clef) Soit (As, S) un système d'Artin-Tits 
de type sphérique et X,Y C S . Soit k G Z — {0} et g £ As- Les assertions 
suivantes sont équivalentes. 

(1) gAxg- 1 C A Y ; 

(2) gA^g- 1 G A Y ; 

(3) g = yx avec y G A Y , x G Conj(S; X, R) pour une partie R C Y . 

Il est clair que l'implication (1) =>■ (3) de cette proposition entraîne le 
théorème p.2| . Afin d'établir la proposition |2.1| , nous commençons par prouver 
le lemme suivant. 

Lemme 2.2 Soit (As, S) un groupe d'Artin-Tits; soit X,Y C S de type 
sphérique et g G A$ réduit-X ; Alors : 

(3k G N* tel que gA^g' 1 G A$) g G Conj + (S; X, R) pour un R CY. 

Preuve: On montre le résultat par récurrence sur £(g). Si £(g) = alors 
g — 1 et le résultat est vrai avec R = X. Supposons donc £(g) > 1 et que 
WX', Y' C S de type sphérique et Wg' G Ag réduit-X' 
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{i{g') < £(g) et 3j G W avec g'A j x ,g'~ l G A+ ) 

g' G Conj + (S; X', R') pour un R' C Y'. 

Notons z = gA k x g~ l G Ay. Puisque g est réduit-X, il existe t G S — X tel 
que g >~ t. L'égalité 2g = gA k x montre que zg est divisible (à droite) par tous 
les éléments de X U {t}. Donc X U {t} est de type sphérique et zg y Axu{t}- 
Notons dx,t = Axu{i}Aj. On a gA k x x >- cfx,t et comme Ajfy{i}A^ ^— t, on 
trouve de nouveau que gA 1 ^ 1 >- Axu{t}- Par une récurrence immédiate 
sur k on trouve que g y dx,t '■ on a g = g'dx,t avec g' £ A<t. D'où 
z g'dx,t = g'dx,tA x et par simplifiabilité zg' = </A|, où fi C S 1 est tel que 
-R^x,t = dx,tX. Maintenant l'hypothèse de récurrence appliquée à g' qui est 
bien réduit- R, implique que g' est dans Conj + (S; R, R') avec R' C F. En- 
fin, comme dx.t G Conj + (S; X, R) (cf. lemme 1.2(iii)), on trouve que g G 
Conj + (S; X, R!) pour R' C F.D 

Comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, les éléments de la 
forme dx,t son t en fait "les briques élémentaires " pour construire les rubans 
qui servent à décrire Conj + (S; X,Y). 



Preuve de la proposition [27]]: Il est clair que (3) =>- (1) =>- (2). Nous 
devons donc juste prouver que (2) =^> (3). Soit g G A s tel que gA k x g~ l G A Y ; 
on peut sans restriction supposer que k G N* puis que k est pair. Par le lemme 



L~2|(i), Il existe n G N tel que g = hA s n avec h G AJ (quitte à remplacer dans 



ce lemme g\ par g\A s , on peut toujours supposer que la puissance de A5 est 
paire). Puisque A| G Z As (Ax) (lemme |1.2| (iii)), on a hA^h- 1 G A Y et si on 
écrit h = abc avec c G A x , a G Ay et où b est F-réduit-X (cette écriture n'est 
pas unique, mais il nous suffit d'en choisir une). Puisque k est pair, on a aussi 
bA^b^ 1 G Ay. Par conséquent, l'écriture normale de bA k x b~ l dans As est de 
la forme uv~ l avec m, v dans Ay et u A^v = 1. En appliquant le lemme |1.2| (ii) 
à l'égalité bA k x b~ x = uv~ l , on trouve que b = va avec a dans Ag. Mais b est 
y-réduit, donc v = 1 et bA^b' 1 G Ay. Par le lemme 2.2 , cela implique que 
6 G Conj + (S; X, R) C Conj(S; X, R) pour _R C F. Finalement on trouve 
g = yx avec y = abcb' 1 G Ay et i = 6A 2 ™ G Conj(S; X, R) pour un 

i? c r.n 



Preuve du théorème |0.1| : Il est clair que A x ■ QZ As (A x ) C A^ g (Ax) C 
Com As (A x ) et que A^ • QZ As (A x ) C Z j4s (A^). Il suffit donc de mon- 
trer Com As {A x ) C A x ■ QZ As {A x ) et Z As {A x ) c A x ■ Q As (A x ). Par la 
proposition |2.1| , on a l'inclusion 

{g G A s ; 3k G N* tel que gA k x g- 1 G X} C A x -QZ As (A x ) = QZ As {A x )-A x . 
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On a alors immédiatement que Z^ S (A^) C Ax ■ QZa s (Ax). D'autre part si 
g G CorriA s (Ax), alors pour tout z G A x , il existe k G N* tel que gz k g~ 1 G 

Ax- H suffit de choisir z = Ax pour terminer la preuve. □ 

3 Conjugateur dans le monoïde 

Commençons par regarder le cas des groupes de Coxeter. Soit (Ws, S) un 
système de Coxeter. On appelle base de racines de Ws un triplet (E; (.,.); Il) 
où E est un espace vectoriel de dimension \S\, où (., .) est une forme bilinéaire 
symétrique sur E et II = {e s ; s G S} est une base de E telle que (e s , e t ) = 
—cos(ir /m S) t) si m S;t est fini et (e s , e t ) < —1 si m S)t = oo. Ws agit fidèlement 
sur E par 

s.v = v — 2(v, e s )e s pour s G S et v G E. 

L'ensemble $ = {w ■ e s \s G 5 et tu G Ws} est le système de racines de 
Ws dans E et les éléments de II s'appellent les racines simples. Une racine 
est dite positive (resp. négative) si elle s'écrit J2 s &s ^ sCs avec ^ s — ® ( r ^sp. 
X s < 0) ; L'ensemble des racines positives (resp. négatives) est noté $ + 
(resp. $~). On a $ = $ + U et -$ + = $~. Pour chaque a G $, il existe 
une réflexion s a de W5, c'est à dire le conjugué s a = wsw' 1 d'un élément 
de S, tel que s a .v = v — 2(v,a)a pour tout v G E ; de plus, a = w ■ e s . 
Soit © C $ et notons W@ le sous- groupe de Ws engendré par {s g; 9 G 0} et 
$e = {w ■ 9; 9 E O et w E W&}. Alors We est un groupe de Coxeter dont 
$e est un système de racines (0). 

Soit X une partie de S. On pose Ux = {e s ; s G X} et on note u>x l'élément 
de plus grande longueur de Wx lorsqu'il existe ; on a p + (Ax) = ojx où 
p + : Al, — ► est la surjection canonique. 

Rappelons que si X C S et s G S, on désigne par X(s) la composante 
indécomposable de X U {s} qui contient s. Lorsque s G S — X est tel que 
X(s) est de type sphérique, on pose z/(X, s) = uJx(s)~{s}^x{s)- 

Proposition 3.1 (0 proposition 5.5 ; voir aussi []|] lemme 5) 

Sorf (Ws, S) un système de Coxeter. 

(i) Soit X C S et s E S—X tel que u(X, s) est défini. Alors il existe t G X(s) 
tel que u(X, s) _1 Ilx = Ily avec Y = X U {s} — {t} et t E X(s). On dit que 
X est l'origine de v(X, s) et Y son but. 

(ii) Soit X,Y G S et w G Ws tels que w~ l Ux = Ily. Alors il existe une suite 
sq, . . . ,s n d'éléments de S et une suite Xq = X, Xi, . . . ,X n _i,X n = Y de 
parties de S telles que w = u(X , s ) ■ • • v(X n , s n ) où pour i G {0, ... ,n — 1}, 
le but de î/(Xj,Sj) est X i+1 et telles que l(w) = J2î=o ^{ v {-^-ii s i))- 



•s 



Proposition 3.2 ([]9j proposition 3.1.9) Soit (Ws, S) un système de Cox- 
eter et X une partie de S. Alors on a N Ws (Wx) = Gx x Wx où Gx est le 
groupe {w\ wllx = ILy}- 

La proposition suivante est l'argument essentiel permettant de prouver le 
théorème p.5| . 

Proposition 3.3 Soit As un groupe d'Artin-Tits. Soit s,t G S, soit g un 
élément de Ag et g = g\- ■ ■ g n sa décomposition normale d'Adyan. Si g s = 
tg, alors il existe une suite So = t, si, ■ ■ ■ , s n = s de S telle que pour i G 
{!,-•• ,n}, on a gtSi = Sj-ipj. 



Preuve: On fait une récurrence sur n. Si n = 1, il n'y a rien à montrer 
; supposons donc n > 2 (en particulier g ^ 1). L'ensemble Conj red (g,t) = 
{h G A Sjred \h -< g et 3v G S, th = hv} n'est pas vide : si m G S avec 
u -< g alors m t>u ^ oo car u et t ont un multiple commun et utu ■ ■ ■ G 

"it,u _ 1 termes 

Conj re d(g,t). Soit z\ G Conj red (g,t) de longueur maximale ; puisque Z\ 
est réduit, on a par le lemme |L5| que g\ = z\z<i avec Z2 réduit. Supposons 
z 2 7^ 1 ; par définition, tz\ = z\S\ pour un certain s\ G S, et par sim- 
plifiabilité dans l'égalité tg = gs, on obtient s\ZiQ2 • • • 9n = zigi-'-ÇuS- 
Soit u & S avec u -< z 2 et notons z 2 = uz' 2 avec z' 2 G Ag. De l'égalité 
S\z 2 g2 ■ • ■ 9n — z 2d2 ■ ■ ■ 9n s on déduit que Si et u ont un multiple commun 
; donc m Sl U est fini et par simplifiabilité, us\u- ■ ■ -< z 2 g 2 ■ ■ ■ g n . Par maxi- 

malité de la longueur de Z\ dans Conj red (g,t), l'élément z\USiu - ■ ■ ne peut 

être réduit puisqu'il divise g et vérifie tzius\u ■ ■ ■ = Zius\u- • -v pour un 



certain v <E S. On en déduit que >- ttsi par le lemme |Q[ Notons z[ <E A 
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tel que Zi = z[usi. De l'égalité t^i = ZiSi on obtient après simplification 
tz[u = z[us 1 = z\ ; ce qui implique que Z\ = z" usiu ■ ■ ■ . En regroupant 

m si , u termes 

toutes ces écritures on trouve g% = z" usiu ■ ■ ■ uz' 2 , ce qui contredit le fait 

m SliU termes 

que g\ est réduit. Donc z 2 = 1 et tg\ — g\S\ ; on conclut maintenant en 
appliquant l'hypothèse de récurrence à g 2 ■ ■ ■ g n et s\g 2 • ■ ■ g n — g 2 ■ ■ ■ g n s -^ 



Lemme 3.4 Soit (As, S) un système d'Artin-Tits de type sphérique. Soit 
X G S indécomposable, t G X et g un Y -ruban-X positif pour un certain 
Y C S. Si g >~ t alors g y A X - 
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Preuve: si g y t et s G S tel que m Syt ^ 2, une preuve analogue à celle du 
lemme 3.3 de |1| montre que g y s. On en déduit comme dans [JÏÏ|] que g y 
A X .D 



PREUVE du théorème p.5| : Le sens <= est clair ; supposons donc g G 
Conj + (S, X,Y) et notons g = g\ • • • g n sa décomposition normale d'Adyan. 
Par la proposition précédente, pour tout s G X, il existe une suite s = 
s, si, ■ ■ ■ , s n G Y de S telle que pour i G {1, • • • , ri}, giSi = s^igi. Il ex- 
iste donc une suite X = X, Xi, ••• ,X n = Y de parties de S telles que 
pour i G {1, • • • ,n}, gi G Conj + (S; Xi). Il suffit donc de montrer 
l'implication "=^" lorsque g G As tre d- Supposons donc g réduit. On a alors 
g = n{p + (g)) où 7r est la section de p + définie dans la première partie ; on a 
aussi Yp + (g) = p + (g)X. Supposons pour commencer que p + (g) est réduit- 
X. Soit s E Y et t E X tels que p + (g)t = sp + (g). On a alors t ■ (g' 1 ■ e s ) = 
—g~ x -e s . Donc(yf _1 (e s ) G {e t ,—e t }. Mais puisque g est réduit-X, il envoie une 
racine positive sur une racine positive et g~ 1 (e s ) = e t . D'où g~ l Yi Y = ^x- 
Par la proposition |0|(ii), il existe une suite s , . . . ,s n d'éléments de S 
et une suite X = Y,Xi,... ,X n _i,X n = X de parties de S telles que 
p + (g) = v(X Q , Sq) ■ ■ ■ v{X n , s n ) où pour i G {0, . . . , n— 1}, le but de v{Xi, Sj) 
est Xi + i et telles que £(p + {g)) = Y^i=o K v {Xh s i))- Puisque £(p + (g)) = 
^=dK u ( X i^ s i))^ on a g = iï{p + {g)) = ir(u(X , s )) • • 'ic(u(X n , s n )). Mais 
ir(y(Xi,Si)) = A-J- (ai) _ K} A jr((a . ) = A Xt+l{u) A-] +i(u) _ {t ^ où U est défini par 
Xi U {s^ = X i+ i U {ti}. Donc ^ est un F-ruban-X positif. 
Supposons maintenant que g n'est pas réduit-X et choisissons t G X tel que 
g y t. Alors par le lemme g = giAx(t) avec gi G A^. Puisque A X (t) 
est par définition un X-ruban-X positif, on a gi G Conj + (S; X, Y). Par 
récurrence sur £(g), on peut ainsi écrire g = g' g" avec g" un X-ruban-X 
positif et où g' G Conj + (S; X, Y) est réduit (il divise g) et réduit-X. Par 
la première partie de la preuve, g' est F-ruban-X. Enfin puisque g" est un X- 

ruban-X positif, g = g' g" est un F-ruban-X positif. □ 



4 Preuve du théorème pTtB 

Commençons par quelques lemmes techniques. 

Lemme 4.1 Soit (As, S) un système d'Artin-Tits de type sphérique et s,t G 

5 ; soit g G As et g = gig^ 1 son écriture normale à droite; alors les asser- 
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tions suivantes sont équivalentes: 

(a) gt = sg; 

(b) < ^ 2 ^ 2M ' pour un certain u G S . 
I sg! = g x u 

Preuve: Il est clair que (b) =^ (a). Soit g E A s et g = g\g% son 
écriture normale à droite. Supposons que sg = gt. On a alors (sgi)(tg2)~ 1 = 
sgig^ 1 ^ 1 = g = gig^ 1 et P ar le lemme [L2](ii), il existe u G Ag tel que 



s 9i = 9i u et tg2 = giu. On alors en particulier i(u) = i(s) = 1 et donc 

u g s.n 



Lemme 4.2 Soit (As, S) un système dArtin-Tits et X,Y,Z C S. Soit g 
est un Y -ruban-X positif de Ag. 

(1) g est réduit-X si et seulement si pour tout s G X , g est une chaînes. De 
plus dans ce cas, g est une t-chaîne-s avec t &Y et est aussi Y-réduit. 

(ii) si g est réduit-X et si h est un Z-ruban-Y positif réduit-Y alors hg est 
un Z -ruban-X positif réduit-X. 

Preuve: (i) Par définition d'un ruban, dire que g est réduit-X est équivalent 
au fait que g est pour tout s G X une t-chaîne-s avec t G Y. D'autre part, 
si g n'est pas F-réduit, il existe s G Y et g± G Ag tel que g = sg\. Puisqu'il 
existe t G X tel que sg = gt, on obtient par simplification que g = sg\ = g±t 
; ce qui contredit le fait que g est réduit-X. Donc g est F-réduit. 

(2) Il en est de même pour h et hg car il est clair que hg est un Z-ruban-X 
positif. On conclut en remarquant que le produit d'une w-chaîne-t par une t- 
chaîne-s est une M-chaîne-s.D 



Proposition 4.3 Soit (As, S) un système dArtin-Tits de type sphérique et 
X une partie de S. on pose Hx = {g = dig^ 1 G Ag\ g\ et g2 sont deux 
X -rubans-X positifs et X-réduits }. Alors Hx est un sous-groupe de As- 

Preuve: On a 1 G Hx ; si g G Hx, alors g~ l est aussi dans Hx- Soit g, z 
deux éléments de H x - Us s'écrivent g = g\g^} et z — Z\Z^ X avec g\,g<i, Z\, z 2 
quatre X-rubans-X positifs et X-réduits. On a gz = gig^ziz^ 1 ■ De plus 
g2 l z\ = v\V2~ l avec v\ A y Vi = 1. D'après le lemme |4.1| , V\ et v 2 sont deux X- 



rubans-X' positifs pour X' une partie de S\ En outre, v 1 et v 2 sont X-réduits 
: supposons que v 1 ne soit pas X-réduit ; alors il n'est pas non plus réduit-X'. 
Soit s G X' tel que v\ y s. puisque g 2 Vi = ZiV% on a aussi z\V^ y s. Comme 
V\ AyV 2 = 1, s ne divise pas v 2 à droite et w 2 est une t-chaîne-s avec t E X par 
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le lemme |4.2| (i) ; de plus z\ est réduit-X, donc c'est une chaîne-t par le même 
lemme. Ceci implique que Z\V 2 est une chaîne-s, ce qui est contradictoire avec 
le fait qu'il est divisible à droite par s (cf. proposition Donc V\ est X- 
réduit et par symétrie, v 2 aussi. Finalement gz = (g\V\)(z 2 v 2 )~ l avec Q]V\ et 
z 2 v 2 deux X-rubans-X' positifs qui sont X-réduits et gz = RiR^ 1 avec Ri = 
givigïvï et R 2 = z 2 v 2 gïvï où g — > g désigne l'unique anti-automorphisme de 
monoïde qui fixe S. Enfin, Ri et R 2 sont réduits-X par le lemme 0(ii).D 



Proposition 4.4 Soit (As, S) un système d'Artin-Tits de type sphérique et 
X une partie de S. Alors Na s (Ax) = Hx x Ax- 

Preuve: Puisque A s est de type sphérique, on a Na s (A x ) = A x -QZa s (A x ) 
(cf. théorème p.l| ) ; d'autre part, on a A x H QZa s (A x ) = QZ Ax (A x ). 
Il est clair que QZa x (A x ) H H x = {1}- D'autre part, tout élément g de 
QZa s (A x ) s'écrit g = g\g 2 l avec g\ et g 2 deux X-rubans-X' positifs premiers 



entre eux pour Mais par le lemme |3.4| on peut écrire g\ = A x g[ et g 2 



&xg' 2 avec n, m G N et g[, g' 2 deux X-rubans-X' positifs qui sont X-réduits. 
D'où g 



D'où g = ^ n x- m g' x g' 2 X et g' x g'- x G H x . Donc QZ As (A x ) = QZ Ax (A x ) * 



Lemme 4.5 Soit (As, S) un système d'Artin-Tits de type sphérique et X 
une partie de S. On note p : As — > Ws le morphisme canonique. On a 
p(H x ) = G x où G x = {w G W s ; wU x = U x }. 



Preuve: Soit g G Conj + (S; X, X) réduit-X. Par le théorème |Ô1| on a 
g = g n ■ ■ ■ gi où gi est un Xj-ruban-Xj_i positif élémentaire, Xo = X = X n . 
Notons Si, tj G S tels que Xj_i U {si} = Xj U {tj}. Comme (7 est réduit- 
X, # ^ A Xl donc ft = A Xi _ i(Sî) A x ;_ i(Si) _ {si} = A^^A*^. Donc 
Kft) = v(Xi,U) et = u(X n ,t n ) ■ ■ ■ v(X 1 ,t 1 ); donc p(g) G G x (cette 

décomposition de p(g) ne vérifie pas nécessairement £(p(g)) = Ym=i ^(K^' U)) 
La réciproque est identique à la preuve du théorème |Ô]5| dans le cas où g est 
réduit-X: soit w G Gx ', alors il existe une suite sç>, ■ ■ ■ ,s n d'éléments de 
S et une suite X = X, Xi, . . . , X n _i,X„ = X de parties de S telles que 
w = z/(X , So) • • • y(X n , s n ) où pour i G {0, ... ,n — 1}, le but de z/(X i; s») 
est Xj + i et telles que l(w) = Y^=o ^{ v {Xi, si)). On a donc ir(i>(X i , s)) = 

A xî( Si )-{»i} A *('0 = A ^+ife) A xî +1 (t i )-{t i } avec *< e 5 tel q ue u = 
XjU{sj}. Donc 7r(w) G i?x- H es t réduit-X puisque w l'est. Enfin p(7r(w)) = 
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w par définition. □ 



PREUVE du théorème |0.3| : Par la proposition |4.4] on a l'isomorphisme 



N As (A x )/(Z As (A x ) ■ A x ) ^ H x /(Z As (A x ) n H x ), et par la proposition 
M on a aussi N Ws (W x )/(Z Ws (W x ) ■ W x ) ~ G x /(Z Ws (W x ) n G x ). Par le 
lemme [Q| , p(H x ) = G x donc le morphisme p : H x /(Z As (Ax) H ~~ ► 
G x / (Zw s (W x ) H Gx) induit par p est aussi surjectif. Reste à voir qu'il est 
injectif. Mais, si g G i?x on a pour s,t dans X l'équivalence suivante 

sg = gt sp(g) = p(g)t (1) 

le sens <= vient du fait que pour g dans H x et s dans X, on a par définition 
sg = gt' pour un certain t' de X; par projection dans Ws, on trouve sp(g) = 
p(g)t' = p(g)t et donc t' = t. Soit maintenant g dans H x / (Z As {A x ) D iïx) 
de représentant g dans iïx et tel que p(g) = 1. Par définition, p(g) = 1 <^=^> 
p(g) G Zw s (W x )nG x . Par l'équivalence (|I|), cela entraîne g G ZA s (Ax)ni/x 

et donc g = 1. D'où l'injectivité de p.D 
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